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5. Folgerungen

Aus diesem Uberblick geht hervor, daf die ge-
samten experimentellen Ergebnisse iiber K'-Meson-
Kern-Streuung unterhalb 200 MeV, ausgenommen
vielleicht die mit der Michigan-Blasenkammer ge-
wonnenen Resultate, einfach erklart werden konnen
mit einer Phasenverschiebung 6, fir 7=1, [=0,
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die ungefahr den Wert *
610 e s 058 Ms.s.
hat, ohne da} der andere isobarische Spinzustand

und hohere Drehimpulse eine wesentliche Rolle
spielen.

Wir danken Herrn Prof. W. Heisenxsere fiir sein
fortwidhrendes Interesse an unserer Arbeit.

Zur Theorie des heterogenen Piles
Teil I: Der ebene reguldr geschichtete Pile

Von Kurt MEETZ

Aus der Reaktorstation Karlsruhe *
(Z. Naturforschg. 12 a, 698—709 [1957] ; eingegangen am 30. Juni 1957)

Zur Berechnung der kritischen Grofle und der rdumlichen Verteilung des thermischen Neutronen-
flusses in einem Pile hat man die Neutronenzahl pro Spaltung » als tiefsten Eigenwert und die zu-
gehorige Eigenfunktion zu bestimmen. Handelt es sich um einen heterogenen Pile, d. h. sind die
Brennelemente in regelmidfligem Abstand im Moderator angeordnet, so benutzt man zur nidherungs-
weisen Berechnung das Homogenisierungsverfahren oder die WiecNer—Serrzsche Zellenmethode. Im
Falle eines ebenen, reguldr geschichteten Piles kann das Problem exakt gelost werden. Man erhilt
(2 N+1) Eigenfunktionen und Eigenwerte, wenn 2 N+1 die Anzahl der Brennelemente ist. Von
dieser Losung her wird die Genauigkeit des WicNer—Serrz- sowie des Homogenisierungs-Verfah-
rens untersucht. In einem zweiten Teil werden die exakten Losungen dazu benutzt werden,
Storstellenprobleme im ebenen, regular geschichteten Pile zu behandeln, wiahrend ein dritter Teil
die Ubertragung der gewonnenen Ergebnisse auf den zweidimensionalen Fall bringen wird.

Die zentrale Aufgabe der Pile-Theorie ist die Be-
rechnung der rdumlichen Verteilung des Neutronen-
flusses @ (Anzahl von Neutronen/cm?sec) und der
kritischen Grofle. Sie findet ihre mathematische For-
mulierung als Eigenwertproblem. Im Fall einer
homogenen Verteilung des Brennstoffes im Modera-
tor ist dieses Eigenwertproblem von allereinfachster
Form und bedarf keiner Diskussion. Ist dagegen der
Brennstoff in Form von Brennelementen heterogen
im Moderator verteilt, so ist das Problem schwieri-
ger. Da die Brennelemente im allgemeinen in Form
eines reguldren Gitters angeordnet sind, hat man
zur Behandlung des Eigenwertproblems auf die aus
der Gittertheorie der Metalle bekannte WricNer—
Serrzsche Zellenmethode fiir die ScHRODINGER-Glei-
chung mit periodischem Potential zuriickgegriffen,
die nichts anderes darstellt als eine Anwendung der
Froquerschen Theorie fiir Differentialgleichungen
mit periodischen Koeffizienten. Die hier zugrunde
gelegte Annahme, daf} die Koeffizientenfunktionen

* Kernreaktor-Bau- und Betriebs-Gesellschaft m. b. H., Karls-
ruhe.

1 A.D. Garaniy, Int. Conf. Atom. Energy, Genf 1955; A/Conf.
8/P/666; u. P/663.

der Differentialgleichung fiir den thermischen Neu-
tronenflul in einem heterogenen Pile periodisch
seien, trifft jedoch nur ndherungsweise fiir zentrale,
weit vom Rande entfernte Zonen im Brennelement-
gitter zu. Es besteht somit ein Bediirfnis nach einer
genaueren mathematischen Analyse des Problems,
zumal im Falle von Storstellen im Brennelement-
gitter die Theorie in der Nachbarschaft der Stor-
stellen nicht anwendbar ist. Diese Aufgabe ist zuerst
von Garanin !, FeinBerG 2 und Mitarbeitern behan-
delt worden. Sie haben sich allerdings auf eine vor-
wiegend numerische Behandlung von Brennelement-
gittern in einem unendlich ausgedehnten Moderator
beschriankt, wiahrend wir sehen werden, daf} sogar
im Falle eines endlichen heterogenen Piles eine weit-
gehende analytische Behandlung méglich ist. Um die
mathematische Struktur der Aufgabe kennenzuler-
nen, wollen wir zunidchst den ebenen reguldr ge-
schichteten Pile eingehend behandeln. In Teil IT wer-

den dann Stérstellen in diesem Pile untersucht wer-

2 S. M. FenBerg, Int. Conf. Atom. Energy, Genf 1955; A/Conf.
8/P/669.
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den, wihrend Teil III die Ubertragung der Ergeb-
nisse auf den zweidimensionalen Fall behandeln
wird.

I. Formulierung des Problems

Der ebene Pile moge sich von —1 bis +1 er-
strecken. Im Moderator (M) des Piles sollen an den
Stellen x=kd (k= —-N,..., +N) 2N +1 Brenn-
stoffschichten (B) der Dicke 2@ im Abstand d ange-
ordnet sein (Abb. 1). Die Anordnung soll ferner so
bemessen sein, daf gilt: 2{=(2N+1) d.

Im Moderator nehmen wir fiir den thermischen
Flu @ eine einfache Diffusionsgleichung an, was
voraussetzt, daBl d grofl gegen die freie Weglidnge
im Moderator ist:

DM(:T? -2y DP+q(z) =0 (1)

(2y = makr. Absorptionsquerschnitt im Moderator;
Dy = Diffusionskonstante des Moderators). Die

— _(e—E—4nly
s

Z 4z

VAT p="c

q(z) = —e
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Quelldichtefunktion g (z) soll die Anzahl der sekund-
lich pro Volumeneinheit erzeugten thermischen Neu-
tronen angeben. Wir wollen ¢(z) mit Hilfe der
Fermi—Ace-Theorie darstellen. Liegt bei 2 =& eine
Flachenquelle schneller Neutronen von der Intensitit
1/cm? sec, so ist im Fall eines unendlich ausgedehn-
ten Moderators
G

qu)=rv:11e b (2)

(7 = Fermi-Alter eines thermischen Neutrons im Mo-
derator). Die Resonanz-Absorption in den Brenn-
stoffschichten wollen wir hier vernachlassigen. Sie
konnte aber leicht beriicksichtigt werden, indem man
q(z) mit dem p-Faktor multipliziert (p = Resonanz-
entkommwahrscheinlichkeit). Wir miissen noch fiir
q(x) die Randbedingung ¢(—10) =q(+1) =0 er-
fiilllen. Dies erreichen wir durch Spiegelung an den
Intervallenden, wobei an den Stellen £ +4nl (n=0,
t1,...) Quellen und Senken an den Stellen
4l(n+3)—& (n=0, £1,...) entstehen:

_ =+ E—4l(n+1/z)]:

b } (3)

ist die Quellverteilung thermischer Neutronen bei einer Flachenquelle schneller Neutronen in z=¢ im
Falle unseres endlichen ebenen Piles. Ist nun 2 gleich dem makr. Spaltungsquerschnitt des Brenn-
stoffes und » die Anzahl der pro Spaltung entstehenden schnellen Neutronen, so liefert das Brennelement

an der Stelle z =k d die Quelldichte:

&g ey [ _ (z—&—kd—anl)? _ £z+§+kd—4l(n+‘/z)_]i]
Q+(x)= / d52f¢(§+kd) ’7_vi Z le » =il@ L J
—-a V TT p=—co
o » + o0 I _ (x—kd—4nl)? _ [z+kd—4l(n+1/:)]?
- €] - 4z — 4z
~2a 3" D (kd) V—4m,,=2w le e . (4)

Dazu tritt die Senkenwirkung des Brennelementes (2 =makr. Absorptionsquerschnitt des Brennstoffs) :
+a
g (x)= [AEZpD(E+kd) d(x—E—kd)~2a 35 D (kd) d(x—kd) . (5)

Dabei haben wir angenommen, daf} der Fluf @ im Brennelement der Diff.-Gleichung
@H = sz ¢ = 0

geniigt (xp = reziproke Diffusionslange im Brennstoff). Die Losung lautet
D= (kd) Cojxp(z—kd)
und also

Ginxpa

Sinxga
B a

¥ =2x , X=X (6)

XB a

was sicher in guter Niherung gilt, wenn @ < d (wir wollen in Zukunft unter Wirkungsquerschnitten stets
die durch (6) definierten effektiven Querschnitte verstehen und den Index ,eff“ wieder weglassen). In
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der gleichen Niherung ist (3) so zu verstehen, dal die Brennelemente die Quellverteilung nicht beein-
flussen. Nach diesen Annahmen ist nun g (z) vollig bekannt. Nach Summation iiber alle Brennelemente
erhalten wir das in (1) einzusetzende ¢ (z) zu:

-:\ pz‘f + o0 ( _ (@—kd—4nl: B [J*k11—41('n+‘/:>]’)

q(r)zzz;;b(kd) {Vm W r e 4 ~Zm§(x—kd)}. (1a)
Damit ist die Aufgabe als Eigenwertproblem fiir » definiert, wenn wir die Randbedingungen @ (1) =0
hinzunehmen.

II. Losungsverfahren

Die Losungen der Gl. (1) lassen sich entwickeln nach den Eigenfunktionen u,(x) des Operators d?/dz>
im Intervall von —[ bis +[ mit der Randbedingung u(£1) =0

@(1:) - Zocm up(z) , (7)

denn eine solche Entwicklung ist im Sinne einer absoluten und gleichméafligen Konvergenz bekanntlich
auch dann noch moglich, wenn die dargestellte Funktion mit ihrer ersten Ableitung endlich viele Spriinge
macht. Aus der physikalischen Natur des Problems folgt, dal @ (x) eine gerade Funktion von z sein muB.
Das Orthogonalsystem besteht also aus den Funktionen

l b
Uin (x) = W CosS oy X, wo Q= (2 m + 1) ’27 "

Setzen wir nunmehr (7) in (1) ein, so erhalten wir nach Multiplikation mit u;(x) und Integration von

—1bis +1 (L312=D31/2\[)'

%24 ~ +N +1
—(1+of L) i+ Iy lz;” mZO B =Z_ w, (kd) f dz u;(x) (8)
—oo [ __,(Ji,i“‘,"[’ [z+75d 4l({z+1/z]]’l 2a% o)
le e .y 4r b o= ,f,B Z Cm Z wy(kd) u;(kd) =
n=-—-o00 M m=0 k=—N
Nun ist
400 +1 -~ (x—kd—4nl) +l—4nl w(.t’—-kd)’
Z f drui(z) e 4v Z f dz"ui(2)) e 4
n=—oc —I n=—oc —l—4nl
da  wi(x+4nl) =ui(x)
+oo _letkd=4lmt]) too Hl=dlnt) (@+ka)y
und - > f drui(z) e 4r = 3 [ @uw@)e
n=—o0 —I n=—oc —Il—4l(n+/s)
da  wi(z+4nl+2nl)=—u;() .
+N
Aus der Summe Z fassen wir jeweils die Glieder mit +% und —k zusammen zu
K=—N
+o0 __(.r’;kdn’ | _(x'fkﬁ —a{T)r
f dz" ui(2) e i 0 / d2" cosaiz’ e v —VYVanvre ' ui(kd).
Es ergibt sich somit fiir die ¢; das Gleichungssystem:
+oo +N 2
2,2 2a —o -
—ci(l+ai L)+ 2 en 5o 2 um(kd) ui(kd) (v 2ot~ 53) -o0. )
m=0 M k=-N

+=N

Entscheidend geht die symmetrische Matrix  [u,, u;] = Z uy,(kd) ui(kd) (10)
K=—N
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in das Gleichungssystem ein. Durch Aufsummation findet man leicht

+N
[um, ] d= 2 3

E==N =

Die Matrix hat also in den Diagonalen:
l+i+m=n(2N+1), n=1,2,...,
i—-m=n(2N+1), n=0,x1,...

Einsen stehen und sieht folgendermaflen aus:

@m+l) akd Qi+ akd _ d { sin(i+m+1) @
21

m
\L\ 0 N 2N 2N+13N+1 4N+14N+2
oll 1 1 1 1
N 2 2
ax |1 1 1 11
2N+1]1 1 1 11
8N+1 2 2
aN+1]|1 1 1 1 1
aN+2]|1 1 1 1 1
(12)

Wir schreiben (9) nunmehr in der Form:

= Ai Ci+ Zcm[uma ui] d=0

m=0

(13)

(1 + o L3y)

- 2a
("Zre = EB)

& =
A;(v) = =

mit

oder i{[um,ui] d—A;(v) Opitcn=0. (14)
m=0

Betrachtet man die Matrix (12), so sieht man, daf}
das Gleichungssystem (14) in (/N +1) verschiedene
Gleichungssysteme zerfallt, in denen jeweils nur die
Koeffizienten

(m=0,1,...)
(m=1,2,...)

CRN+1)m+k

und CEN+1)m=(k+1)

auftreten, wo k£ von O,..., N lauft. Bedenkt man
ferner, dal}

I T G B

T 20 ) . (itmt+l)a p (i—m)n[

sin
L 2N+1 2N+1

aevsnm-Gey=[2N+1) 2m— (2k+1)]

= —Q_@N+Dm+ks

so dal}

und

COS AN +1)m-(k+1) T=COS A_ 2N+ )m+k T
Aeniym-en=A_@Ninm+k

gilt, und setzt man schliefilich
CeN+)m-(k+1) = C_(2N+ m+ks

so lauten die N + 1 verschiedenen Gleichungssysteme

+ o0
Z (dlueytymers YN 1ick] (15)
m=-—oo
— AN 1)i ek Omi) CeN+mer=0
mit i=—oc,...,+; k=0,...,N.

Es resultieren somit (/N + 1) verschiedene Eigen-
wertgleichungen:

Id[u(z\'nm”k, U@RN +1)i+k] (16)
—Aeviyivk () Opi|=0
k=0,...,N.

Man beweist nun leicht, daB (16) bedeutet:

+ o0 +o00
HA(ZN+1)m+k = Z Pm >

m=—oco m=—oo

+o00
Pm = 1 1 A(2I\"+l)n+k ist.

n=—o0
n=+m

Aus (17) folgen somit die N +1 kritischen Glei-
chungen:

mit

(17)

wobei

+ o0 1

=1 fir k=0,...,N, (18)

mZ— o AN+ m+k
es sei denn, irgendein 4 wire 0, was stets auf v = ~
fiihrt. Es gibt also genau NV + 1 verschiedene Eigen-
werte, die symmetrischen Eigenfunktionen zugeord-
net sind. Setzen wir (13) ein, so bedeutet (18):

°
—a= T
+o0o 1’2{8 @CN+1)ym+k _EB

¥ 2k

L+ oy 1ym kL

...
F 3

T om=—o0

—1. (19)

Man berechnet nun leicht aus (15), dal} fir die
Koeffizienten gilt:

C(ON4+1); Aj. o
@N+Lmik_ % fiir k=0,...,N, (20)
k AeN+m+ M= — 00 yanay - 50
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Die zu (18) gehorigen NV + 1 symmetrischen Eigen-
funktionen sind somit:

>

m=—oo

COS AoN+1)m+k % £

k=0,...,N
Aen+1ym+x (Vk) wh

(21)

OH (z) =

wo wir so normiert haben, dal @*) (0) =1.

In vollig analoger Weise konnen wir weitere N
Eigenfunktionen (=% (z) (k=1,...,N) gewinnen,
die ungerade sind: @~ %(—2) = — ®(“% (z). Diese
Funktionen sind zunéchst physikalisch ohne Inter-
esse, bekommen aber Bedeutung, wenn die Fluf}-
verteilung im Pile durch eine Storstelle im Gitter
asymmetrisch wird. Wir gewinnen diese Funktionen

K. MEETZ

mit dem Ansatz

(@) = ), butim(5), (22)
m=1
- L _am
wo U, (x) = —1/7 sinBx; fn= 3

Im Gleichungssystem fiir die b, tritt die Matrix auf
+N

L d kd inkd
d[um, u;] = T Z e l 28)
k=—N
_ d ( sin(i—m) a _ sin(i+m) &
20| gpG—m @ Gtm) x|
2N+1 2N4+1

Die Matrix sieht folgendermaBen aus:

"og A N 2N 2N+1 2N+42 3N+1 aN+2
i
Mo o 0 0 0 0
0 1 -1 0 1 -1
N 1 -1 1 -1
-1 1 -1 1
2N 0 —1 1 ¢ =i 1
241l o g 0 0 0 0
sk I -1 0 1 -
3N+1 L-1 1 -1
-1 1 —1 1
TR 1 0 -1 1
Das Gleichungssystem und setzt
= . beN+ym—k=b—@N+1)m+k,
D' ([um »ui] d—Bi(») Omi) bn=0, (25)
m=1 so zerfillt (25) in NV verschiedene Gleichungssysteme:
+ ﬁ“ L 2a = = e
By = ( l" = Z (d[u@ N+1)ym+k, U@ N+1)i+k]
~g2 d 2y
v 2re 'mt — ZB 4 m=—oo
L . . —BeN+1itk Omi) ben+im+k  (26)
wird in gleicher Weise wie oben behandelt. Bedenkt man b N -
s fiir . g o o
Bex+vmri={(2N+1) m—k} 5 = —B—ev+tumtk, 1= =0, ..., +°.

so daBB  sin feN+1)m—k 2= —sin f—eN+1)m+k T,

Ben+yym—k=B-@N+1)ym+k

Durch die Umordnung treten in der Matrix (24) an
die Stelle der (—1)-Elemente ebenfalls (+1)-Ele-
mente. Die Eigenwertgleichungen liefern:
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| d[u@ N+1)m+k, URN+1Di+k]

—Ben+nitk () Omi| =0 (27)
fir k=1,...,N.
+oco 1
Daraus folgt Z - =1. (28)

m=—sc BeN+1ym+r V)

Aus den N Gleichungen ergeben sich die N Eigen-

werte ¥_1,..., v_y. Fiir die Koeffizienten b gelten
die Relationen:
beN+ym+k _ By,
by, Bon+1ym+k

so dafl die N ungeraden Eigenfunktionen lauten:

sin foN+1ym+k

D) (z) = o _
me— oo P@N+1)M+E _p)

(29)

Es gibt also genau 2 N +1 Eigenfunktionen und
Eigenwerte. Die Reihenfolge der Eigenwerte, geord-
net nach der Grofle, lautet:

Voo V19 VigeossgV _NoVNs

wie man leicht sieht. Dal} das Spektrum endlich ist,
erklart sich daraus, daf} es sich nicht um das Spek-
trum eines Differentialoperators handelt, dem immer
eine FrepHoLMsche Integralgleichung mit nicht aus-
geartetem Kern zugeordnet ist, sondern um das
Spektrum eines Operators, dem eine FreEpnoLmsche

2
— T
+oo vy Efe Nom + k

o= J2 3

5
me—e 1t %N, m+xLln

5 COSAN,m+k ¥ —
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Gleichung mit ausgeartetem Kern der Dimension
2N +1 entspricht.

Aus (1) entnimmt man, daf} die zugehorige Integral-
gleichung lautet:

+1 +1
P@)=r[A@H D) ds— [B@ & OO de,

30)
wo
+N
A@ & = Y F(z,kd) 6(5—kd),
+N
Bz, &) = Y Gz,kd) d(5—kd)
K=—N
und
— kd)?
2(12( i
F(z, kd e dEK ,
(2, k d) = [ EK@ e
Gz, kd) = 2“2’3 Kieded) -
{((x, £) ist die Greensche Funktion von d2/dz®—1/L%

n {—I, +1) mit der Randbedingung K (%1, §) =

Versuchen wir nun, zu einer einfacheren Darstel-
lung der Eigenfunktionen zu gelangen, da die un-
endlichen Reihen noch zu unhandlich sind. Die ge-
raden Eigenfunktionen lauten nach (21) und (13):

2a2.‘ too

M:ﬁfur k=o0,...,N.
a4z, £ 2
M ;=

—ool‘*‘“N m+ & L (31)

Die zweite Reihe wollen wir aufsummieren, da sie im Gegensatz zur ersten sehr schlecht konvergiert.

Sei: 2N +1=Ny und 2k+1=K,, so lautet sie

o 0s 2N, m + Kg) 2%
21
S® (z) = Z L (32)
m==c 1 4 (2 Nym + Kﬂ)szj
Betrachten wir die meromorphe Funktion
cos((2N05 + K,) 2—l— —Cn)
FE) = sin @ = a2 L} (33)
¢ 1+(2N09+K0)2_41f

Die Funktion hat einfache Pole in {=*m (m=0,1,..

.) mit den Residuen

cos (2 Nym + K,) g—j

Res F({) =

{=m

1+ @2N,m+ K,)?

a2 Ly
e
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: o __ Hy one &
und ferner in ~ N, T ig L,
es gilt daher: /F( ) A =S®) (x) +Res F+Bes F.

Man sieht nun leicht, dall ICF(C)I fir |[{|— ~ (ImI=F0) verschwindet, wenn z—=2"+nd und
02 <d, n=—N,..., +N. Es gilt daher

S®) (z) = —Re?F—ResCF [rd<z2<Z(n+1)d]. (34)
{=¢ £=5s
22" —d n K
a4 cos(z 3Ly —27\,—0—(271—{—1))

Aus (33) folgt dann: ERessF=L - S S me 07,..K,,,, [ndZL2<(n+1) d]

=z 4 Ly sm(—i - +; NQ)

v 2N
22'—d a
cos|[—t ——— + =L (2n41)
Res F = — i ( LLM,df, ,f-’,),;(, ) (0<2'<d)
4L\1 gm(l“ +32{ Vg)
M Yo
J cos(t ;'L—J b 17\{7—0(2n+1))
Also —S®(z) = — Jm _“m - o ¢ o (35)
4 g sm( 5L, —{—nTv‘l)
0
g Gin z: cos ——071(1;?- LI Sin x’L—d os»E'—’f;jlﬁfg
oder S®*)(x) = B e SRR o B T =td (nd<z2=Z(n+1)d] (36)
M @ e Rt oA ’
D[ LM cos 21 (ng éd).
Wie man leicht aus (36) entnimmt, gilt auch S® (£1) =0
In vollig analoger Weise ergibt sich fiir S(%) () :
to ain 2Hemi K,
SRE - Y —— (Ko=2F). (37)
m==e 1+ (2 Nym + Kol ="
, i D kA EDd gy #md g kand  [nd <z (n+1)d]
ey T ey 77 e (L (38)
: Sl gy e (k=1,...,N).

Fassen wir noch einmal zusammen: Unser Problem hat 2V +1 nicht ausgeartete Eigenwerte und Eigen-
funktionen. Zu den geraden Eigenfunktionen:

24 +oo 5 Z'e_“fvuzlqukI Tz
OF) (z) = =% Z Al 4 _—cos(2Nym +K,) 57
. d2u m=—oo 1+°‘E\'.,m+kl’i[
e X Ky(n+1)ad = &'—d K,and (39)
24 . d Sin X 27 Sin T o™ EY
dXy =B 2L d K,nd

of —— — cos =
Lm 21
(k=0,...,N), (ng’gd}, [nd§x§(n+1)d], K0=2k+l

gehoren die Eigenwerte v}, die sich bestimmen aus:

2 — d

¥ =Ex e b Ot —+
- E‘? [)’ %’3 Zfe Nom+ kT . d 7 S In 7 I
= dEn] E 2L — 2B .

= (40)
e L2 2Ly o @ knd ‘
m °‘\ m + kM Cof T Y
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Zu den ungeraden Funktionen

too ~Bym kT
BM(@) = 22 3 TR , - sin(Ngm+k) *F

B
. p2
m=—oo lTﬂA\",m-kk M

Gin-% sin £7OFDE _ g 'od ) kand
2a d Ly l Ly l
e - (a1)
d XM 2 Ly Gof !iw—cosini
Lm 1
(k=1,...,N), 02" <4d), [nd <2< (n+1)d]
gehoren die Eigenwerte v _j,, die sich bestimmen aus:
. .. d
2a &z Memtr” d i I
L= azu |t 1L 82 2 —Zl‘él d  k=nd |- (42)
M m=—oo 1 + By m+ 1 In M gof Iy —'i I

IIL. Vergleich der Methoden

Von physikalischem Interesse sind lediglich der kleinste Eigenwert »° und die zugehorige gerade Eigen-
funktion @°(z), die uberall positiv ist. Wir wollen nun untersuchen, wie genau die gingigen Methoden
zur Bestimmung von »° und @ sind. Nach (31) lautet die Eigenfunktion:

+o00 —otz» T
9 o0 Nom = __ 7
PO(2) = o Y e T I os(2Nym+1) 5] (43)

> 21 °
— _L ol -
m=—oc L+ oy Ly

Aus dieser Darstellung folgt unmittelbar, dal in Stabpunkten x=kd (k= —N,...,+N) gilt

kd +o0 b e»cxi;'vnmr_EB 24
DO (kd) — S vy 2t e 2a »
) oot 21 m=z—cc 1+ aiv“ mL§/I dXm (84)
oder mit (40) DO (kd) =cos %]clad- (45)

Entsprechendes gilt auch fiir die anderen Eigenfunktionen. Die Flufverteilung in den Stabpunkten geniigt
also einem einfachen Cos-Gesetz wie die FluBverteilung in einem homogenen Pile.

Den zugehérigen Eigenwert erhalten wir mit (40) aus der Beziehung:

4 —aZ 7
00 -AYD
@) (0) 1= *gg” Z vy Zre m- ZB

ax 2 2
M=o L+ oy 0 Ly
o a2 2 gin ?
2a X < e *Nom * 2a 2B 2 Ly Lm
T dZu vo .2 g2 dEw .. d  ad’ (46)
2 m=—oc 1 + (x}o " Ll_\I Cof T cos 37
Schreiben wir (46) aus, so folgt:
. Sin
i 4 e BNT e~ %N | d Xy s 2Ly Ly
"I\ rrgng T I e P T T T T8 TR d  wa - UD)
Cof — — cos
Ly 21
2 2 2
Nun ist .= (4N+1)2 " ~(@4N42)2 " _47

402 42 az
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und das gleiche gilt fiir a3y, . Die Exponentialglieder mit n=1 in (43) und (46) gehen also ungefihr
wie exp(—4n%7t/d?) und konnen vernachldssigt werden, wenn gilt:

2
2ZT > 1. (48)

Dies ist fast immer der Fall; z.B. ist im D,O 4n2t~5-103%. Entwickeln wir weiterhin die rechte
Seite von (47) nach Potenzen von d/Ly und d/21, so erhalten wir die angeniherte Darstellung von (47):
X, e %" 4z 1 1 /d\2 1 [ d\s 1 /d ¢
T T T va g T ran T (ny) ~ e (zy) oo (zy) BB G9)
Betrachten wir nun in der Reihendarstellung (43) die Glieder mit +m und —m . Man berechnet leicht die
folgenden Naherungsdarstellungen:

1 1 1 1 1 1
Tt odenll  , dmin?ly 4RI Thodgaly ~ dma Ly T 4n? Ly
N M 1 i M mi N, d—2w N M 14" s M md Ny i M
4m*att 4m*att
Aom T A a 1 k“?-.‘\'omt - T . 1
e~ % e (1+ mN,,)’ e - (1 mNo)‘ (50)
Unter der alleinigen Voraussetzung 2 N +1 > 1 oder 21> d folgt daher aus (43):
4ntm?t
N0 ~ nx 2a voEge % — 2y 'ﬁ{gfl @ — 2 2mnzx
iy i T e oy e ;1 w4 [ (51)
s
In diesem Fall gilt also ein Produktansatz von der Form:
DO () = cos %?licp(x), 21>d, (52)

wo p(r+d) =p()

eine periodische Funktion in d ist. Es geniigt also, ihren Verlauf in einer Zelle, etwa von —d/2 bis + d/2
zu bestimmen und sie dann fortzusetzen. Aus (51) folgt ferner, daf sie den Bedingungen geniigt:

¢ (£df2) =
Es muBl betont werden, dal der Produktansatz geringeren Einschrinkungen unterworfen ist als das
WicNer—SErrz-Verfahren, da er nur verlangt, dal 21> d.

Das driickt sich auch darin aus, daB er im Falle des unendlichen Piles (2!— o) die exakte Losung ¢ ()
liefert. Das WicNer—SErTz-Verfahren verlangt dariiber hinaus: 4 72 7/d? > 1, so dal wir aus (51) erhalten:

PO ax 2a |vyZpe it — X s cos2mdnx 47: T
”(9&)—0055“12M °—f+d3L2_" 22Bm=1 l?fdwfj 2ipdy —m—»1. (53)
o G
Es ist also: Pws (z) = —;;.“ ?@Elri-}-%ogrL?, 2 —223 7712:1 fiA Azw;fnTL}_ (54)

Den Wert der Reihe entnehmen wir aus (36) fiir Kg=2%k+1=0 und erhalten:

B . a:’——d)
Sin - Gin ——
pws() = 28 (0T -5 5 2L\«( ,L,w,,,4 Lul (0<2 <d). (55)
dZ\i 1+°‘0LM
@Dfo—l
M
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Die kritische Gleichung in der WicNer—Serrz-Methode erhalten wir nun in vélliger Analogie zu (46), in-

dem wir setzen:

Dws(0) =1 also  gys(0) =1. (56)
Man erkennt, daB der Eigenwert »{g sich aus dem Zelleneigenwertproblem bestimmt.
2 ein -2
i . 0o It e%T Az, 1 , By - Tk -
Gl. (56) liefert Viys > 5 TTam ~zes tigam t —= 1 (57)
Cof - —1
Ly
oder nach Entwicklung nach Potenzen von d/Ly
—2
W0 X e %T _ dXy 1 5 (d)z_ 1 (gl 4
WSy Tt 2a2, 14wy T 12 \Ly) — 720 L\,) * (58)
Setzt man (57) in (55) ein, so folgt
d ( d o @ .ox'—d
Cin Gin — + Gin ,,_,_)
Pyl EEAT L T Dy dw (59)
M
@Df -E— —1

Aus (59) findet man durch Mittelwertbildung im
Intervall von 0 bis d:

6111i
dZ‘MqJ _dZy 2L“__ Ly L (60)
2a Xy ¢ (0) ~ 2423, Gof - ‘-l——l ’

Ly

wo @™ der Mittelwert im Moderator der Zelle ist
und in der Naherung (6) gilt

S5 (0) =Zp¢B.
Setzen wir (60) in (57) ein, so folgt

‘VO P eta‘o ) dEMW 1
VS 1+l 209" 1+odLy

(61)

Damit haben wir die bekannte kritische Gleichung
der Wiener—Serrz-Methode gewonnen. Definieren
wir ndmlich noch die thermische Ausnutzung fys :

fws=—5 =i (62)
@

(unter X'y ist hier der reine Materialwert und nicht
der Effektivwert zu verstehen), so erhalten wir aus

(61) mit (62):

e 3T
”ws A fWSl-}-ai’Lz =

st =L51 (1—fws) ,

der mittleren Diffusionslinge des Piles.

(63)

mit

Das Bemerkenswerte an der WicNer—Serrz-Me-
thode ist, da} sie die geometrieunabhingigen Glie-

der (a,!) in (49) sdamtlich beriicksichtigt und damit
Glieder der Ordnung (d/Ly)2 noch enthilt, da die
geometrieabhingigen Glieder erst mit (d/Ly)* be-
ginnen. Durch Vergleich durch (58) mit (49) folgt
die Fehlerformel:

1 d\4 5 .o a2t 2 2 P
rO:l,SVS_*-m(L_) ocaLiIe" (1+0(0 LM)TB
4
+...(7’—’>1) (64)

Gehen wir nun noch einen Schritt weiter und ver-
langen aufler 21>d, 4a%t/d®>>1 auch noch
472 LY/d?>> 1, so konnen wir die in (53) noch ver-
bliebene Reihe weglassen und erhalten die ,,homo-
gene“ Niherung:

2a Zre—odt —
Do () -Coszl {d ) 2 1r+a T 7E “} (65)
(2l>d ot S 4—”77’3‘!>1)

Die ,homogene“ Naherung der kritischen Gleichung
erhalten wir wieder aus

0
§lo)mo (0) =1 1
2 e-ujT d 2, 1
0o 2 eadr Mo,
¥homo 2, 12l 2a 3, + 14 o Ly ° (66)

In diesem Fall ist die thermische Ausnutzung ge-

geben durch:

1

dzy

+faz

(67)

fhomo =
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und analog zu (63) erhalten wir:

e-alt
=1

f 1;'; Llfolvlu
- fhom(») .
Durch Vergleich mit (66) mit (49) folgt die Fehler-

formel:

(68)

0
’lmmo Z, flmmn

Llfomo e LS)[ (1

mit

20 0.

1/d\
g :Vhomo+ (

L“)ez' (L+ o Lﬁ)%
+...(47' >1)

Nachdem so ein allgemeiner Uberblick iiber den
Zusammenhang der verschiedenen Néaherungsmetho-
den gewonnen wurde, wollen wir zwei Beispiele be-
trachten. Wir behandeln in jedem Fall Uranschichten
in schwerem Wasser, wobei zu bemerken ist, daf}
die Fermi—Ace-Theorie in diesem Fall nur eine
schlechte Naherung des Bremsvorganges liefert. Im
schweren Wasser ist =120 cm? und L = 10* em?.
Die Materialwerte fiir natiirliches Uran sind:

2=0,189 cm ™1,

(69)

25=0,358 cm™!

Da wir in beiden Beispielen Schichten von 2 a =3 cm
Dicke einsetzen, ergeben sich nach (6) folgende Ef-
fektivwerte:

3§ =0,226 cm™! >F

und 2'F =0,429 cm !

Im ersten Beispiel nun betrachten wir 2 N +1=15
Schichten in d =15 cm Abstand, was ungefahr dem
Schnitt durch einen normalen Pile mit natiirlichem
Uran und schwerem Wasser entspricht. Im zweiten
Beispiel nehmen wir lediglich 2V +1 =3 Schichten
in d =30 cm Abstand. Wir erhalten fiir den tiefsten
Eigenwert in den verschiedenen Naherungen:

Beispiel 1 Bezspwl 2
2N+1=15, ‘ 2N+1_
d=15cm, d—30Lm,
vt =1,95484, v 247157,
S =1,954 82, S =246249,
“°‘“° =1,94410, “°m° =2,246 03,
—2,47481.

Im zweiten Fall mufl man in der Exponentialreihe
in (47) bereits 3 Glieder mitnehmen, da hier nicht
mehr gilt 4 7% 7/d?> > 1. Der Wert »'; et ergibt sich,

wenn man nur das Glied mit exp(~—oz0 7) beriick-

K. MEETZ

sichtigt. Er liegt um 0,32 1072 zu hoch. Die zweite
Anordnung wird also gerade noch kritisch, da pro
Spaltung im natiirlichen Uran »
entstehen.

=2,5 Neutronen

Modoralor ‘g rennstoff

070 0 gl
W e E

Abb. 1. Schichtung des ebenen Piles.

=

+

In der folgenden Tabelle sind die Fehlerglieder
in den Formeln (64) und (69) mit dem absoluten
Fehler verglichen.

Beispiel 1 2
o - —
Yo — Vg 2-107% 1,23 ~102
1 4 92 2 |
m(LLM) a(;Ll;[...% 2,35-1075 | 1,19-102
R ‘ 1,074-1072  22,9-1072
1/d\4 i
o (L_,) .. | L,072-107 | 21,7-10°®
‘ |

. . ’ .
Hier muB man die Werte " einsetzen, da das

Fehlerglied die Differenz zu diesem Wert mift. Man
sollte nun verlangen, daf} der absolute Fehler in
» <1073 ist, denn dann liegt der Fehler in der Uber-
schufreaktivitat 2,5 —», unter 1%00. So betrachtet
liefert im Beispiel 1 die WS-Methode noch eine vor-

40

70 80 90 100 T0 720

X —a—

0~ 20 30 40 30 60

Abb. 2. Verlauf des thermischen Neutronenflusses und der

homogenen Naherung in einem ebenen Pile mit 15 Schichten.

Eigenfunktion @) (z) zum tiefsten Eigenwert 0 :

— — — — approximierende homogene Funktion @{)n0;
d=15cm; 21=225cm; 2 N+1=15.
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zligliche Naherung, die homogene Methode dagegen
schon nicht mehr. Im Beispiel 2 sind beide Metho-
den unzureichend.

In den Abb. 2 und 3 sind fiir das Beispiel 1 auf-
getragen die Eigenfunktion @ und die Niherung
D5 und D ... Dabei sind Dy und D0 so
normiert, daf} sie die Funktion @ (z) mit @ (0)
=1 approximieren. Man erhilt sie, indem man in
(51) bzw. (65) den genauen Eigenwert vget
setzt. Abb. 4 zeigt die entsprechenden Funktionen
fiir das zweite Beispiel. Wir sehen, daB @) in Zel-
len, die vom Rande des Piles weiter entfernt liegen,

ein-

sehr gut durch &Ws approximiert wird, sogar noch
im Beispiel 2. In den Randzellen dagegen treten
merkliche Abweichungen auf.

7

6

f0)
sF

A
N

0 5 0 15 20 25 30 35 40 45

X ————

Abb. 3. Abweichung der Wiener—Serrz-Ndherung von der
exakten Fluverteilung am Rande des Piles. Eigen-
funktion @) (z) zum tiefsten Eigenwert »0 ; — — — — ap-
proximierende WieNer—Serrz-Funktion.

d=15cm; 21=225cm; 2 N+1=15.
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50 85 90 95 W0 w5 70 715

X

Abb. 4. FluBliverlauf und Néaherungen in einem ebenen Pile
mit 3 Schichten. Eigenfunktionen @) (z) zum tief-
sten Eigenwert »0 ; — — — — approximierende WicNER—SEITZ-
Funktion @} () ; approximierende ,.homogene®
Funktion @™ (2). d=30cm; 2/=90cm; 2 N+1=3.

Fassen wir zum AbschluB3 noch einmal zusammen:
1. Die Wicner—Serrz-Methode ist anwendbar, falls

47%t/d*>1 und 2N+1>1.

Sie liefert in den vom Rande entfernten Zonen den
genauen FluBverlauf.

2. Die homogene Methode kann angewendet wer-
den, falls

Ad7?t/d*>> 1; 472 Ly/d®> 1 und 2N+1>1.

Ihrer Natur nach stellt sie nur den iiber die Zelle
gemittelten FluBverlauf dar.

Die Fehlerglieder fiir die Approximation des Eigen-
wertes werden dabei durch (64) und (69) geliefert.



